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DUE ESEMPI DI APPLICAZIONI DEL FILTRO DI KALMAN AD EQUIPAGGIAMEN''I
INTEGRATI DI NAVIGAZIONE
SOMMARIO
L'articolo intende focalizzare l'attenzione sull'applicazioze
di filtri ottimali stocastici agli apparati di navigazione, pren-
dendo spunto da due esempi. I1 primo e costituito da un sistema ei
navigazione aerea composto da uno strumento inerziale (INS) e da
un LORAN (piu un altimetro); gli errori delle misure vengono model
lati come rumori colorati. Vengono anche descritte alcune possibi-
li modifiche e semplificazioni. Come secondo esempio, viene fepo-
sta l'applicazione ad un sistema di navigazione sottomarina, com-
posto da uno strumento inerziale (SINS) e da un OMEGA (pia un in-
dicatore di profonditA). Gli errori delle misure vengono modella-




In questi ultimi anni nella navigazione aerea si e assistitc
ad un rapido incremento delle dimensioni e dei costi dei velivoli;
il traffico aereo, inoltre, specie lungo le rotte ottimali, e di-
ventato sempre pia intenso, creando problemi di sicurezza e di eci
nomia. D'altra parte la tecnologia degli elaboratori digitali ha
reso disponibili calcolatori di costo, ingombro e peso relativamer
te ridotti e capaci di notfvole velocitA di calcolo; la tendenza
moderna nel campo della strumentazione aerea e poi quella di pre-
ferire la trasmissione ed elaborazione delle misure sotto forma
digitale anzich6 analogica. Tutti questi motivi rendono possibile
e desiderabile la presenza di un elaboratore digitale a bordo dei
velivoli, con lo scopo Tprimario; di accrescere la precisione del-
la rotta dei medesimi, permettendo una maggiore sicurezza a paritr
NOTA : Quest'articolo fa parte di una ricerca svolta da uno degli
autori presso l'UniversitA di Stanford, California, nell'ambito
di una borsa di studio ESRO-NASA.
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di standard di distanze di separazione degli aerei, o una riduzio-
ne di tali distanze a parita di grado di sicurezza. Tale risulta-
to pu6 essere ottenuto adottando sistemi integrati multisensori per
la misura dei parametri di navigazione. Gia da tempo motivi di af-
fidabilitA, cioe di sicurezza in caso di avarie, hanno reso dispo-
nibili sugli aerei sistemi ridondanti di misura; se poi la ridon-
danza, anziche di tipo parallelo, e di tipo complementare, cioe
se gli strumenti sono fra loro differenti, misurando le stesse gran
dezze con ciascuno dei vari sistemi di misura si pu6 ovviamente ave
re una conoscenza pia precisa dello stato. Ad esempio, un apparato
pu6 avere un errore notevole, ma pressoche costante; uno strumento
inerziale ha un errore inizialmente molto piccolo, ma crescente.
Fino ad ora il pilota stimava a buon senso l'attendibilita dell'uno
o dell'altro strumento. L'algoritmo di Kalman ha reso disponibile
un metodo matematico di stima, che non solo e ottimale, ma anche
fornisce automaticamente i risultati in tempo reale.
L'articolo espone, a titolo di esempio, le equazioni detta-
gliate del filtro per il canale orizzontale. La stima ottimale de-
gli errori dello strumento inerziale verrA pot usata per un rial-
lineamento dello stesso.
I1 sistema di navigazione inerziale (INS) e sostanzialmente
una piattaforma stabilizzata recante degli eccelerometri; questi
ultimi rivelano l'accelerazione nongravitazionale del veicolo;' da
questa si risale alle coordinate di velocitA e di posizione.
I1 LORAN (Long Range Navigation) e un sistema di navigazione
che fa il punto in base alla misura delle differenze fra i tempi
di ricezione delle onde radio emesse da terra dalla stazione prin
cipale LORAN e dalle stazioni secondarie della catena.
TRATTAZIONE MATEMATICA DEL PROBLEMA
Le equazioni del sistema di navigazione inerziale (INS) siano:
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essendo
x,y,z la terna ortogonale disposta secondo gli assi della
piattaforma inerziale
Ax, Ay
gli errori angolari di orientamento della piattaforma
inerziale risolti secondo gli assi di quest'ultima (an
goli di rotazione intorno agli assi x,y,z che portano
a coincidere l-a terna del calcolatore (w) con la terna
della piattaforma inerziale)
gli errori della misura di posizione da parte dello
strumento inerziale, risolti secondo gli assi x,y
aI 'aI ,aI le proiezioni sugli assi x,y,z, dell'accelerazione iner






le proiezioni sugli assi x,y,z dell'accelerazione di
gravitA
la velocitA angolare della terra
la latitudine
la longitudine
la pulsazione di Schuler
le velocita di deriva dei giroscopi
le velocita angolari di controllo impresse alla piatta-
forma per mantenerla nella posizione voluta
Infatti, per mantenere il desiderato- posizionamento della piat-
taforma inerziale nonostante il moto del veicolo sopra alla terra
(v) Per essere pit precisi le terne in gioco sono tre e si cerca
di mantenerle fra loro coincidenti: x,y,z e la terna della
piattaforma, x,yz' e la terna geografica locale (definita dal
nord, dall'ovest e dalla verticale),x",y",z" e la terna del
calcolatore (terna calcolata dall'elaboratore di bordo come
terna geografica locale nel punto indicato dallo strumento
inerziale)Generalmente si considera zero l'errore della terna
del calcolatore.
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(in realtA in vicinanza di es-a) (A e . ) e la rotazione della
terra nello spazio inerziale (S 2) e necessario fornire alla piat
taforma attorno ai suoi assi x, y, z delle velocitA angolari di
controllo date dalla
3 = (A+Q) cosX i + Xj + (A+Q) sin X k
ossia
0 = (A+Q) cosX= - Y + Q cosX
x R
6 = I= X
y R






ed avendo chiamato v x,v le velocitA relative alla terra, R il
raggio della terra ed i, j, k i versori degli assi x,y,z. Si ve
da al riguardo la figura 1.
Modelliamo le velocita di deriva dei giroscopi come rumori
colorati, ciascuno separatamente autocorrelato; essi sono perci6
ottenibili come grandezze di uscita di filtri del primo ordine;
~2 2
detti infatti TE, TE, TEi tempi di autocorrelazione e ,~2




£Z= -y + vy
dove v , v sono rumori bianchi di valor medio nullo e aventi
rispettivamente le autocorrelazioni
ey (t-t) n < @(t-t) S Et &(t~~~~~~~~~~~~~~~t)
Fig. 1
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essendo 1 (t-T) la funzione di Dirac.
Modelliamo gli errori del LORAN come rumori colorati. Perci6,
dette A xL e AyL le differenze fra le indicazioni di posizione
del LORAN e la posizione vera, detti TL , T
L
i tempi di correla
zione e e 6, le varianze, si ha
xL Ay L
1 AX +
L T L x
L




essendo x e rumori bainchi, di valor medio nullo ed auto-
correlazione 2 6(,2 e 2 T rispet
AXL ~<t-T) AYL V(t-T)
TLx TLy
tivamente.
Il vettore di stato dovra contenere tutte le grandezze che
ci interessa stimare; inoltre dovrA essere tale da soddisfare una
forma canonica del tipo
x = F(t) x + G(t) w
essendo w un rumore bianco. Consideriamo come grandezze di stato
quelle che compaiono nelle equazioni scritte per 1'INS e come mi-
sure quelle che compaiono nelle equazioni del LORAN. Poiche le mi
sure vanno espresse in funzione del vettore di stato, modifichia-
mo in tal senso le equazioni del LORAN, introducendovi le grandez
ze che compaiono nell'INS. Chiamando x e y le coordinate vere ed
xL, yL' xI yI le indicazioni del LORAN e dell'INS rispettivamente,
si ha :
-x x x +x x
L L V L I I -
L YL - YV = YL - I + YI - YV
x =X I -X V
= YI - YV





ed assumendo come misure







my = - + V2
Il vettore di stato e dunque :
x = | Ax . Ay, A x, Ayt Tx, Ty, Tz' E x , Ey 3z
Riscrivendo secondoil'ordine le equazioni di stato ed estra-
endo la matrice dei coefficienti si ha :
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si ha :
= -Ay + V2
= -AX +
N0 0 0 0 0 0 - 0 0
0 0 0 0 0 r- 0 0
IE
I 0
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dove I = matrice identica di dimensioni 10x10
Inoltre
U= 0 0 0 0 0 0 0 v U i
I [· x y z
Le misure vanno espresse nella forma
m = H x + v'
dove
m= [mx ,my]
=-1 0 O O O O 0 0 0 0 
H = -1 0 0 0 0 0 0 0 0
Il rumore colorato va espresso nella forma






Le equazioni del filtro di Kalman per un sistema x =F(t)x+G(t)
nel caso in cui il rumore v' della misura sia colorato, cioe del
tipo v'= A(t) v' + B(t), sono :
x = x (t) + K(t) m(t)
x = (F -K H - ( + KA) z(t)
K(t) = [P ( + G S] R 1
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P = FP + PFT - K R KT + G Q GT
S(t) = Q G H
H0(t) = i + HF - AH
R(t) = H G Q G T HT + B QBT
dove x e la stima ottima del vettore di stato, P la matrice di
covarianza dell'errore della stima e dove
E [w(t)] = O
E [w (t) VT(T)]= O(t) ;t-)
E [x(t0)] = 0
E [x(to) xT(to)]= M (t)
E [5(t)]= O
E [w(t) fT(t)] = Q*(t) J(t-t)
E [ v (t] = O
E [ v'(to) V' Tto) ] = V(to)
Le condizioni iniziali per l'integrazione delle equazioni
della stima e della covarianza dell'errore della stima sono da-
te dalle
x (to)= M(to) HT(to) [H(to ) M(to ) HT(to) + V(to) (to
P(to) = M(to)-M(tO ) H (to)[H(to) M(to) HT(to)+ V(to)1 H(t0) M (to)
Se interessano anche le stime del valore medio e della cova-
rianza di v', le equazioni sono :
/%AA




E [v'(t) - v(t] =v'(t)-vt)] }= H  P(t) HT(t)
Si ricordi che nel nostro caso G e una matrice identica, co-
me pure B.
Fin qi- le velocitA di deriva dei giroscopi e gli errori del
LORAN sono stati modellati come rumori colorati; una possibile
notevole semplificazione, anche se a prezzo·di una qualche degra-
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dazione nelle prestazioni, si ottiene schematizzando ancora i
primi come rumori colorati ma i secondi come rumori. bianchi:
E [v' (t)] = O
E [v' (t) v' T ()] = R(t) ?(t-t)
In tal caso le equazioni del filtro sono :
A -- ~ T -1
x = F x + G v + P H R (m - H x)
x (O) = 0
* T T T -1
P = FP + PF +GQG - PH R HP
P(O) = P
Se poi le misure, anziche con continuitY, vengono effet-
tuate a intervalli discreti, fra una misura e l'altra valgono
le formule della predizione:
AhA
x F x + G
P = FP + PF + GQG
mentre all'atto della misura (istante ti )
A +
x (ti ) = (ti-)+ PHT R -1m-H(ti)]
P = M -MHT(HMHT+R)- 1 HM
.T -1 T T -1
PT R-1 = MH (HMH +R)
dove t.- e t.+ indicano gli istanti immediatamente prima e dopo
1 1
la misura.
Nel nostro caso si ricordi che G = I e w = 0
ESEMPIO II
INTRODUZIONE
I sistemi inerziali trovano utile applicazione anche in
campo navale e sottomarino; per queste applicazioni le presta-
zioni richieste corrispondono ad una precisione molto maggio-
re che non nel caso della navigazione aerea; infatti la diffe-
renza sostanziale e che i sistemi per gli aeroplani od i missi
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li operano per un tempo relativamente breve, mentre ci6 non ac-
cade nel caso delle navi e dei sottomarini. Si pensi ad esempio
che i giA 120 sottomarini nucleari esistenti hanno un'autosuffi
cienza di mesi. In conseguenza di ci6 i SINS (Shipborne Inertial
Navigation Systems) sono molto costosi e per ora appare prematu
ra la loro applicazione alla navigazione non militare di super-
ficie. Essi invece sono preziosi nella navigazione sottomarina,
anche in considerazione del fatto che in tal caso le emissioni
sonar e radio da parte del veicolo vanno possibilmente evitate,
come pure frequenti emersioni del periscopio per fare il punto
in base al sole, alle stelle, alle emissioni di satelliti per
navigazione; del resto, l'esigenza di navigare ~ in profonditA
per evitare collisioni con le navi e per ottenere un isolamento
dal maltempo di superficie, sia per acquisire maggiore veloci-
tA (ulteriormente incrementabile poi andando a cercare correnti
favorevoli in profonditA), sia per evitare eccessivi disturbi
alla piattaforma stabilizzata dei giroscopi, rende non sempre
disponibili i radio-aiuti a corta distanza. Il sistema Sonar Dop-
pler poi 6 inefficace navigando in profonditA; la bussola magne-
tica e troppo influenzata dalla grande massa metallica del sot-
tomarino. Tutte queste considerazioni e molte altre che si po-
trebbero fare, inducono a ritenere che un ampliamento delle po-
tenzialitA del giA esistente calcolatore di bordo, per realizza-
re un filtraggio di Kalman, sia assai auspicabile. I1 migliore
sistema di navigazione da abbinare al SINS appare 1'OMEGA (K).
Esso, quando del tutto ultimato, potrA realizzare, con 8 stazio
ni, una copertura radio su tutto il mondo; usa bassissime fre-
quenze, cosi che le onde possono penetrare in profonditA nell'acqua;
gli errori possono essere calcolati con sufficiente accuratezza.
TRATTAZIONE MATEMATICA DEL PROBLEMA
I1 modo di procedere per la realizzazione del filtro e so-
stanzialmente analogo a quello giA visto, eccettuate alcune mo-
difiche. Innanzittutto nella navigazione marina generalmente
(x) L'OMEGA usa misure di differenza di fase fra segnali ricevu-
ti da coppie di stazioni per fornire linee di posizione di
tipo iperbolico.
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l'asse z 6 orientato verso il centro della terra e cosi cambia-
no alcuni segni nelle equazioni. In secondo luogo queste ultime
potranno essere lievemente differenti, in funzione del grado di
precisione che si richieda nel modello, cio! delle approssimazio
ni nel trascurare alcuni termini delle equazioni complete. In
terzo luogo sara da valutare se si possano ancora ritenere con-
tinue le misure; infatti, a differenza del LORAN, che trasmette
impulsi molto pia frequenti, l'OMEGA trasmette segnali della du-
rata di circa 1 [s]ogni 10 [s} E' chiaro che una misura pu6 es-
sere considerata continua (in contrapposizione a intermittente)
quando i tempi di campionamento sono piccoli in paragone ai tem-
pi caratterizzanti il fenomeno. Perci6 nel caso di un aereo,
l'elevata velocitA dello stesso renderebbe necessaria la schema-
tizzazione come misura intermittente; nel caso di un sottomarino,
essendo assai pii ridotta la velocitA, le variazioni delle gran-
dezze di stato sono assai minori nell'intervallo di campionamen-
to e sufficientemente piccole in paragone agli errori dei senso-
ri; supponiamo di poter ritenere continue le misure e di poter
usare pertanto un unico gruppo di formule senza far ricorso a
quelle della predizione.
Riguardo al modello dell'errore delle misure,supponiamo che,,
dopo il calcolo degli errori compensabili, si pessa considerare
l'errore come composto da un rumore colorato e da una parte alea
toria costante. Si procede come segue. Si allarga il vettore di
stato introducendovi quest'ultima, che sara ovviamente data da
c = 0XS
c = O
e si assumonoY(come e ragionevole) all'istante iniziale nullo il
valor medio di c e c e note le varianze.
Con ci Yn
Con ci6 ci si riconduce ad una forma del tipo
x = F(t) x + G(t) w
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X = [x, ,y , A, p Vx' qy' T'z' ,'I E.' ez, c cy 
0, .0, 0, 0, 0, x', P y, / z,K y z P
Chiamando xV e YV
indicazioni dell'OMEGA
come misure
x = Xs - XS
0, 0I
le coordinate vere e xp, yS , XS, YS le
e del SINS rispettivamente e assumendo
my = y - Ys
si ha
Axf =
AyAY-Q Y- Yv 
x x=- Xv= x - Xs + Xv = m + Xs = v



















e dove chiamando v' = [v'1 ;
v' = A(t) v' + B(t)
Ci si riconduce cost ad una forma
si ha
m = H x + v'
m = mx mY]
V = 0, 0
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2:-1 :: 0 0 0 1 0
O -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
v' = A(t) v' + B(t)






B = [; '
Si possono cosi applicare le formule del filtro date in
precedenza e le loro eventuali semplificazioni, a seconda delle
esigenze.
CONCLUSIONI
Nei due esempi svolti nell'articolo gli autori hanno cerCa
to di delineare dei campi di applicazione del filtraggio di
Kalman, sottolineandone i vantaggi ed esponendo in dettaglio lo
schema delle procedure da adottare. L'ostacolo legato al costo
iniziale di un tale sistema di navigazione pare superabile per
varie ragioni, principalmente di sicurezza e di necessitA; pare
infine da sottolineare che, anche sotto il profilo economico, e
positivo ii fatto che si renda cosi possibile intensificare ii
traffico lungo le rotte ottimali; inoltre le spese per lo svi-
luppo di un software adeguato possono essere senza difficolta
ammortizzate, dato il gran numero di velivoli esistenti; infine
la realizzazione di sistemi ottimalmente integrati permette di
evitare di spingere i singoli sensori al limite delle loro pre-
stazioni, il che altrimenti richiederebbe elevate specifiche e
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notevole complessitA e si tradurebbe in costi eccessivi e forti
probabilita di avaria. La cifra di merito nel valutare i singo-
li strumenti pare agli Autori non debba essere pid la precisio-
ne assoluta, benst la stabilita delle prestazioni, cio6 la co-
stanza dei loro parametri statistici.
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